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Théorème de Cayley-Hamilton

Lemme 0.1. Soit A ∈ Mn(K). Alors tcom(A).A = det(A).In

Preuve. Soit A = (aij),
tcom(A) = (bij)=(Aij). Avec Aij=(−1)i+j∆ij et ∆ij

le cofacteur de l’élément aij .
Alors tcom(A)=Aji,

tcom(A).A = (cij)

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

aikAjk =

n∑
k=1

(−1)j+k∆jkaik

On Remarque que cjj = det(A). Raisonnons sur le terme cij :

cij =

n∑
k=1

(−1)j+k∆jkaik. C’est précisément le développement suivant la j-ème

colomne d’une autre matrice A’.

Prêts? A′=



a11 . . . . . . 0
...

...
aj−1,1 . . . . . . aj−1,n

ai1 ai2 . . . ain
aj+1,1 . . . . . . aj+1,n

...
...

an1 ann


.

cij = det(A′). Mais i varie de 1 à n. Donc on aura deux colomnes égaux.
En remplaçant les termes de la matrice (cij), on obtient l’identité.

Remarque. det(A) = 1 =⇒ A est inversible.

Théorème 0.2 (Cayley-Hamilton). Soit u ∈ End(E), E de dimension finie n
et χu son polynôme caractéristique. Alors χu(u) = 0
Preuve. Soit A la matrice associée à l’endomorphisme u dans une base B que



l’on fixe. On aura A = M(u,B).
On notera Bλ la comatrice de A− λIn, λ ∈ K. Ainsi,

tBλ(A− λIn) = det(A− λIn).In.

Il est facile de remarquer que les coefficients de Bλ sont des polynômes de degré
n− 1. Par conséquent, il existe des matrices B0, ..., Bn−1 à coefficients dans K,
tel que:

tBλ = B0 + λB1 + ...+ λn−1Bn−1.

Par développement puis factorisation, on obtient:

(B0+λB1+...+λn−1Bn−1)(A−λIn) = B0A+λ(B1A−B0)+...+λn−1(Bn−1A−Bn− 2)−λnBn−1.

En écrivant χu comme polynôme de degré n: χu(λ) = a0 + a1λ+ ...+ anλ
n, on

obtient:

B0A+ λ(B1A−B0) + ...+ λn−1(Bn−1A−Bn−2)− λnBn−1 = a0In + a1λIn + ...+ anλ
nIn

En identifiant, il en résulte le système suivant:



B0A = a0In

B1A−B0 = a1In
...

Bn−1A−Bn−2 = an−1In

−Bn−1 = anIn

En multipliant l’i-ème ligne par Ai−1, i=1,...,n puis additionnant toutes les

lignes, on obtiendra χu(A) = 0.
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